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The process introduced by E. Johnson [Amer. Math. Monthly 73 (1966), 52-551 
for constructing connected cubic graphs can be modified so as to obtain restricted 
classes of cubic graphs, in particular, those defined by their chromatic number or 
their chromatic index. We construct here the graphs of chromatic number three and 
the graphs whose chromatic number is equal to its chromatic index (isochromatic 
graphs). We then give results about the construction of the class of graphs of 
chromatic index four, and in particular, we construct an infinite class of “snarks.” 
I. INTR~OUCTI~N 
Dans cet article, nous ne considererons que des graphes simples (sans 
orientation ni aretes multiples ou boucles). Un graphe G sera don& par son 
ensemble de sommets X et son ensemble d’aretes E, nous Ccrirons 
G = (X, E). 
Une coloration des sommets de G est une application C de X dans 
{ 1, L..., n) telle que: 
Va,bEX, [a, b] E E * C(a) # C(b); 
si n est minimum pour l’existence de colorations ainsi detinies, on dira que n 
est le nombre chromatique de G (note y(G)). 
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Une coloration des a&es de G est une application @ de E dans (a, 8, 
y, 6 . . . } telle que: 
V e, e’ E E e et e’ adjacents S- @P(e) # @(e’). 
Le cardinal minimum de l’ensemble des couleurs {a, /I, r,...} est appeli 
indice chromatique de G et note q(G). 
Les definitions courantes et les notations non explicitement delinies sont 
celles de Berge [ 11. 
Nous designerons par .Y l’ensemble des graphes cubiques finis connexes 
ayant au moins six sommets; par & l’ensemble des graphes de Y tels que 
q(G) = 3; par .P l’ensemble des graphes de .%’ tels que q(G) = y(G) = 3 (que 
nous appellerons graphes cubiques isochromatiques); enfin par .I l’ensemble 
des graphes de .‘? tels que q(G) = 4. On a done:’ .P c R c .v. 
Le but de cet article est d’adapter la procedure de construction des 
graphes de .%’ introduite par Johnson [8] en vue d’obtenir des procedures de 
construction des graphes de a et .P. 
Nous utiliserons frequemment les deux theoremes classiques de Vizing [9] 
et Brooks [2]. 
THBORBME DE VIZING. Soit G = (X, E) simple de degre’ maximum A, 
alors q(G) = A ou q(G) = A + 1. 
THBORI~IE DE BROOKS. Soit G = (X, E) simple, dl#&ent d’un graphe 
complet ou d’un cycle impair, de degre’ maximum A, alors y(G) <A. 
II. PROCEDURES DE CONSTRUCTION ET THJ?OR~MES DE STRUCTURE 
A. Propri&s de structure 
Nous donnons maintenant quelques proprietb de structure utilisees dans 
la suite, les trois premieres seront rappelbes brievement, nous les avons 
demontrees et utilistes dans [4, 51. 
Dbignons par L, la somme de deux chaines elementaires ayant p 
sommets @ > 2) (voir Fig. 1). 
FIGURE 1 
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I1 y a deux facons d’ajouter deux a&es a L, pour obtenir un graphe de d 
(une seule si p = 2) (voir Fig. 2), 
ajouter [a,, a,] et [b,, b,], nous obtenons R,, 
ajouter [aI, b,] et [b,, a,], now obtenons R;. 
Remarquons que R; = K, et R; = K,.,. 
PROPOSITION 1. Tout graphe G de 3, de connexiti 2, contient me art?te 
[a, b], n’appartenant h aucun triangle ou cam?, teile que le sous-graphe 
Gx-(o,b, soit constitue’ de deux sowgraphes H, et H, connexes (H, contient 
les voisins de a, Hz ceux de b) relids par un isthme. 
Preuve. Un corollaire immidiat du thioreme de Menger sur la connexite 
consiste a remarquer que pour un graphe cubique, la connexite et l’arete 
connexite sont tgales. 
Considerons alors un cocycle a deux a&es de G, ces deux a&es ne 
pourront etre adjacentes, sinon leur sommet commun serait sommet d’ar- 
ticulation, elles n’appartiennent done pas i un triangle: si eiles n’appar- 
tiennent pas a un carre, la proprieti est etablie. Si, par contre une de ces 
a&es appartient i un carre Q, l’autre appartient a ce msme carri. En ce cas, 
on extrait de G un sous-graphe partiel maximal 9’ isomorphe a L,. Les deux 
sommets a et a’ de l’une des extremites de 40 sont incidents a deux a&es 
exterieures a 9 qui forment un cocycle de G et qui n’appartiennent a aucun 
triangle ni cart%. 
Soient alors e = [a, b] e’ = [a’, b’ ] les deux a&es ainsi trouvees, le graphe 
partiel de G engendre par E - (e, e’} a deux composantes connexes C, et C, 
(sinon G ne serait pas connexe ou aurait un isthme) avec, par exemple, a et 
a’ E C,, b et b’ E C,. 
Posons alors H, = Gc,-,a,, Hz = Gcj-w ; on a alors le resultat anonce, 
l’isthme &ant e’ = [a’, b’] (la connexite de H, et H, &ant aisement 
vlritiee). I 
PROPOSITION 2. Soit G = (X, E) E .‘t de connexite’ 2 alors il existe un 
entier k > 2, k a&es e, e, .. . ek, une partition C, C, C, . . . C, de X, tel que : 
K K’ 
I) P 
FIGURE 2 
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(a) V i, 1 < i < k, Gci est 2-connexe. 
(b) V i,j, i#j, 1 < Ii-j1 < k- 1, GciU Cj= Gciucj. 
(c) V i, j, i #j, Ii - jl = 1 ou k - 1, Gci UCI est forme’ de deux sous- 
graphes G,, et G, relies par une seule a&e de (e, . . . ek} (par commodite 
nous supposerons que ei relie Gci et G,-,+, (les indices &ant consider& modulo 
k)) pour k > 2. Si k = 2 les deux a&es e, et e, relient G,, et G,*. 
(d) Les cycles de G passant par les a&es e, ..a ek sont de longueur 
>5. 
(e) Les a&es e, . . . ek sont de mgme couleur dans toute coloration de 
G en 3 couleurs si G E F. 
Nous dirons que G se decompose suivant e, . . . ek. 
La Fig. 3 illustre la Proposition 2. 
S’il existait une coloration CD des arctes de G telle que @(ei) = a et 
@(ej) = p alors il ne pourrait passer de cycle bicolore ay par l’arzte e,. 
PROPOSITION 3. Les seuls graphes de 5F pour lesquels toute a&e appar- 
tient a un triangle ou un car@ sont les graphes RJp > 3) et RL (p ) 2). 
B. Procedures de construction 
Construction 1. g-extension, g-extension 
Soit G = (X, E) E Y, soient e, = [x, y] et e, = [I, t] deux a&es non 
'i 
C. C. 
J J+’ 
FIGURE 3 
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adjacentes de G. Supprimons e, et e2, ajoutons a et b deux nouveaux 
sommets et relions-les aux sommets x,y, z, t suivant l’une des deux mar&es 
ci-dessous (voir Fig. 4). Les nouveaux graphes obtenus ont n + 2 sommets 
(n = 1x1) et appartiennent a 59%;. 
DEFINITION 1. Nous dirons que ce sont des &Y-extensions de G (notees 
g”(G)). 
DEFINITION 2. Si G E d et s’il existe une coloration CJ des a&es en 
trois couleurs pour laquelle @(eJ # @(eJ, nous dirons que les extensions 
pratiqules sont des extensions restreintes ou 9-extensions (not&es 9(G)). 11 
est clair que la coloration @ de G qui nous permet de pratiquer la 9’- 
extension “&end naturellement” i 9(G). 
Construction 2. 8-rkduction, S-F-riduction 
Si G contient un sous-graphe partiel du type represent& i la Fig. 4, nous 
dirons que G posskde un H-graphe K de barre [a, b]. 
Soit K un H-graphe de barre [a, b], nous dirons que K est 8-reductible si 
en supprimant les sommets a et b et en ajoutant un couplage de deux arttes 
reliant chacune un voisin de a a un voisin de b, on obtient un graphe de .Y’, 
le graphe obtenu sera une 8-reduction de G associl a K (notee TK(G)). Puis- 
qu’il existe deux tels couplages, il pourra exister alors au plus deux telles 8- 
reductions de G associees i K. S’il en existe deux, nous dirons que K est 8- 
birreductible et si nous notons T,(G) l’une des 8-reductions associke i K, 
l’autre sera notee FK(G). Si les ar2tes creees dans T,(G) sont les a&es [x, y] 
et [z, t] avec {x, z} voisins de a, {y, t} voisins de b, nous noterons 
T,(G) = T,y(G) ( avec, si K est 8-birreductible, pK(G) = T,;;(G)). 
Soit G E 6, K un H-graphe a-reductible de G; s’il existe un 3-coloriage @ 
des a&es de G, et un 3-coloriage @’ des a&es de T,(G) tels que toute a&e 
commune i G et T,(G) viritie a(e) = Q’(e), nous dirons que K est 9- 
reductible et que T,(G) est une reduction restreinte de G associee i K ou L@‘- 
reduction. Si K est 8-birrtductible, et si la propriite d&rite ci-dessus est 
valable pour les deux 9reductions associees i K, nous dirons que K est 9- 
birreductible. 
b b t 
FIGURES 
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La Figure 5 met en evidence ces possibilites et les contraintes de couleur 
qui leurs sont associees. 
Remarque. Si G est 3connexe, toute reduction (P-reduction ou .;rf’- 
reduction) de G est connexe, 
Si G est 2-a&e connexe, pour etablir la connexite d’une reduction 
quelconque de G, il suffra de montrer qu’il existe dans T,(G) (si on 
considke une P- ou .;9rCduction associee a K) une chaine elementaire 
reliant les deux aretes creees par la reduction. 
Le theorime de Johnson [8] s’enonce alors de la maniire suivante (on 
pourra trouver une demonstration de ce theoreme dans [5], qui utilise les 
propositions 1 et 2 ci-dessus). 
THBOR~E 4. En it&ant de tomes les manieres possibles les 8- 
extensions a partir de R, et R; , on engendre exactement .Z . 
Les trois propositions suivantes nous seront nicessaires par la suite. 
PROPOSITION 5. Soit G = (X, E) E F, pour tout couple a, p de couleurs 
dune 3-coloration # de E + a, /I, y et pour tout sommet x E X il existe un 
cycle bicolore a, /I passant par x, de plus G est un bloc. 
La demonstration de cette proposition est triviale. 
PROPOSITION 6. Soit G = (X, E) E F-: K est un H-graphe 8- 
birreductible de G alors K est .,j9-reductible. 
Preuve. Soit @: E--t a, /3, y une coloration de G, i une permutation pres 
@ ne peut colorier K que de deux manieres, comme K est .R-birreductible, 0 
induira une 3-coloration des a&es de l’une des reductions qui 
conviendra. 1 
PROPOSITION 7. Soient G = (X, E) E F’, K un H-graphe 8-birreductible 
. 
$- riduction : a 6 
l 
. 
R -r6ducrion : 
FIGURE 5 
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de barre [a, b], @ une 3-coloration de E + a, p, y telie que @[a, b] = y, alors 
si le cycle bicolore C,, passant par a, ne passe pas par b, K est .&- 
birrdductible. 
Preuve. D’apres la Proposition 5, I’une des reductions--T,(G) par exem- 
ple-est une .9-reduction. Permutons alors les couleurs a et /I sur C,, 
passant par a, ce qui ne change pas les couleurs a et ,f? sur le cycle bicolore 
ap passant par b; il est alors clair que fK(G) devient une 9-reduction. i 
III. -CONSTRUCTION DE F 
~HkORIkE 8. En it&ant de toutes les manihes possibles les .H- 
extensions d partir de R, et R[, , on engendre exactement F. 
Preuve. I1 est clair que d est stable par .W-extension c’est-i-dire que si G 
appartient a g, il en est de m&me pour .3?(G). 
11 sufftt done de montrer que tout graphe G de F, d’ordre superieur ou 
egal a 8, possede un H-graphe K.R-reductible, tel que T,(G) soit connexe. 
Le graphe G &ant un bloc (Proposition 5) nous distinguons deux cas: 
A. G est de connexitt? 2 
Considerons une decomposition de G suivant e, . . . e,(Proposition 2) 
e, a.. ek n’appartiennent a aucun triangle ni carre, le H-graphe K de barre 
RP m”ni de * 
le cycle bicolore a 13 est le 
cycle hamiltonien : 
(a 17a2~~~~*n ,,.bp&-,,...b2,b,) 
K H-praphe de b3rre [b,,b2i 
TK(Rp) t 
FIGURE 6a 
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FIGURE 6b 
e, = la,,b,] a, E C,, 6, E C, est done 8-birreductible, d’aprts la 
Proposition 6, il est done .,9-reductible. G,, k.tant 2-connexe, G,,-{a,} est 
connexe, soient x et z les sommets de G adjacents i a, dans C,, alors il 
existe une chaine llementaire reliant x i z dans Cc,-{a,}, cette chaine est 
conservee dans T,(G) et done T,(G) reste connexe. La 9-reduction T,(G) 
appartient done a q. 
B. G est 3-connexe 
Si G n’est pas isomorphe A R, ou RL, l’une de ses a&es [a, b] n’appartient 
i aucun triangle ni carrt (Proposition 3), le H-graphe K de barre [a, b] est 
P-birrlductible et done T,(G) ou FK(G) E 6. 
Si G est isomorphe a R, ou R;, alors Fig. 6a et 6b nous donnent des 9- 
reductions de R, et R;, ceci achtve la demonstration du Thioreme 8. 1 
IV. CONSTRUCTION DE X 
THBOR~ME 9. En it&ant de to&es les ma&&es possibles les 5% 
extensions d partir de R,, on engendre exactement Y. 
Preuve. 11 est facile de verifier que .Y est stable par 9-extension, c’est-h- 
dire que si G n’est pas biparti alors il en est de mkme pour R(G). 
11 reste done A demontrer que si G = (X,E) E X (IX] > 8) alors G 
posdde un H-graphe K 5%‘~reductible tel que T,(G) E X; c’est-a-dire que 
T,(G) contient au moins un cycle de longueur impaire. Pour ce faire, nous 
allons envisager trois cas. 
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A. G est de connexite’ 2 
Considerons une decomposition de G suivant e, e2 ... ek (Proposition 2), 
soit C un cycle tlementaire de longueur impaire dans G. 
(A,) C emprunte l’une des a&es ei, 1 < i < k (alors il les emprunte 
toutes). Chacune des a&es e, est barre d’un H-graphe 8-birreductible (C 
etant de longueur au moins 5 d’aprts la Proposition 2). Soient e, = [a,, b,], 
u, f C,, b, E C,, @ une coloration des aretes de G telle que @(ei) = y, alors 
pour tout i, 1 < i < k, @(ei) = y, le cycle bicolore @I passant par a, ne 
passant done pas par b,, le H-graphe K de barre e, est done 9-birreductible 
(Proposition 7), il est alors tres facile de verifier que l’une des 9rtductions 
assocites i K conserve un cycle impair de longueur ] C 1 - 2. 
(A,) C n’emprunte aucune des a&es ei, 1 < i < k, ceci veut dire que 
C est entikement inclus dans l’un des Ci, 1 < i < k (disons, par commodite, 
Cd 
Soient e, = [a,, b,], a,EC,,b,EC,, 
ek= [ak, bk], o,EC,,b,EC,. 
Comme prkedemement, le H-graphe K de barre e, est 8-birreductible. 
(a) Si C ne passe pas par a,, chacune des a-reductions preservera C, 
comme l’une au moins de ces 8-reductions est aussi une .9-reduction on 
aura bien T,(G) E X. 
(b) Si C passe par a,, soient x et z les sommets de C, adjacents a a, 
dans G. 
x et z sont relies par une chaine de longueur impaire ne passant pas par a, 
dans C, (puisque x, a,, z sont sur C); d’autre part, le cycle bicolore ~$3 
passant par a,, dans une coloration @ des a&es de G telle que @(ei) = y, 
determine une chaine de longueur paire ne passant pas par a,, entierement 
contenue dans C, . 
11 existe done un cycle de longueur impaire ne passant pas par a, contenu 
dans C, (dans G), le raisonnement tenu en (a) peut done ttre repris dans ce 
cas. 
B. G est 3-connexe, non isomorphe ci R,,,, ou R&, 
Soit C un cycle de longueur impaire, de cardinal minimum, dans G. 
(B,) ]C( > 3 soit ICl=2p+ 1 
c: (x1 9 x2 9 x3 ,*-*, +J+ 1)’ 
Soient ala2 . . . uzp+, les sommets de G adjacents a C et n’appartenant pas 
a ce cycle (C ne peut avoir de corde puisqu’on suppose ] C] minimum). 
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1 Pre remarque. 
Vi, l(i<2p+ l,aifai+l, 
sinon C ne serait pas de cardinal minimum. 
2Pme remarque. 
Vj(l<j<2p+l etj#i+2etj#i-2)*[a,,xj]&E 
sinon soit 
(xi,af,xj,xj+l “‘Xi-l) 
soit 
serait un cycle de longueur impaire strictement plus petite que ICI. 
3tme remarque. 
V i, 1 < i Q 2p + 1, [a,, x,+J E E =z- [a,, x1-21 6&E 
(et inversement), sinon (ai, x1 + 2, xi+ 3 ,..., x,-~, xi- *) est un cycle de longueur 
impaire strictement plus petite que ( C(. 
Soit alors A = {e]e E E, e E C ou e = [xi, a,] 1 ( i< 2p + 1); s’il existe 
une a&e e E E -A n’appartenant pas a un car& alors le H-graphe K de 
barre e est Z-birreductible et done 9-rtductible. 
Z’,(G) ne brisant pas le cycle C, on aura alors T,(G) E .Y. Nous pouvons 
done supposer que toute ar6te e E E -A appartient 1 un carrb 
Soient u1 et vi les sommets de G adjacents a a, autres que x,. 
Cas B,, 
S’il existe une a&e [xi-r, x,] de C qui n’appartient H aucun carre, le H- 
graphe K de barre [xi-r, x,] est 8-birreductible et done 9-rkductible. Si la 
.R-reduction est (suivant la notation introduite pricedemment) 
TKxi-z.w 
a,-,. 0, (G) 
alors cette +9-reduction appartient A X puisqu’elle contient le cycle impair 
(x i+1,~i+2,~i+3,...,~i-2) (voir Fig. 7). 
Si au contraire la 9-reduction est: 
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'i-l a. 1 
FIGURE 1 
le cycle C est rompu, mais si ai-1 et aiez sont adjacents (ou ai et a,,,), la 
5P-reduction considiree conservera cependant un cycle impair et appar- 
tiendra done a X (voir Fig. 8). 
11 faut done supposer que [a[-, , a,-,] 6Z E et [ci, a,, ,] @ E. 
(4 Uj=Xj+2 (OU Uj= xi+ J (Fig. 9). La A%‘-reduction: 
contient alors le cycle impair de longueur (C] - 2: (a,, xiP2, x1- 3 ,..., xi+ J. 
@I utfXi+z (et UifXi+d 1 a ors 3 wi (wi @ C) tel que [ui, wi] E E, 
[u,, wi] E E (puisqu’alors [Ui, Vi] @ A [Qi, vi] GA). Le H-graphe K de barre 
[xi, aj] est a-birreductible et done 5I’-reductible chacune des b-reductions 
contient un cycle impair: 
La 3Z’reduction consider&e appartient done a X. 
Gas B,,. 
Supposons que toutes les arites de C appartiennent a un carre, mais que 
l’une des a&es [x,, a,] n’appartient pas a un carre. Ceci veut dire que 
FIGURE 8 
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[xi-r,ai+r] EE ou [~i+1,~,-,] EE (sinon [Xi-r,Xi], [Xi,Xi+r] ne peuvent 
etre sur un carrt). 
Le H-graphe K de barre [a,, xi] &ant 8-birreductible, il est aussi 9- 
riductible et contient le cycle impair (xi-,, xi -*,..., xi+*, xi+,, ai+r) (voir 
Fig. IO). 
Pour achever le cas B,, il suffrt de remarquer que si, aucun des cas 
Cnumires, n’est v&it%, ceci veut dire que toutes les a&es de G appartiennent 
a un carre et done que G = R,,, , ou R&, , ce qui contredit notre hypothese. 
(B,) ]CI = 3 (Fig. 11). 
Comme preckdemment, on peut considerer que les a&es de E -A appar- 
tiennent a un carre ou un triangle (sinon l’une de ces a&es est barre d’un H- 
graphe K 9-reductible prtservant le triangle (x1, x2, x3)). 
Si l’une des a&es [Q nr] ou [Q,, ut], 1 Q i < 3, appartient a un carre 
disons [a,, ut], ce carrt pourra ctre de deux sortes: 
(a) (a,, ut, WV,) avec IV& C. 
Le H-graphe K de barre [a,, x,] est 8-birreductible et done 9-riductible, 
sa 5rCduction contiendra l’un des deux cycles de longueur 5 suivant: 
(XZ,X~,~l,X,,W,~,) ou (x*,x3,uI,w,q) 
et done sa 9’-reduction appartient a X. 
(b) (a,, a2, x1, x2) (Fig. 12). 
“ .  
1 “i 
FIGURE 10 
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FIGURE 11 
FIGURE 12 
FIGURE 13 
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FIGURE 14 
C=R 
Zp+l 
muni de 0 
K. II-graphe de barre 
[b, ‘b?p+l 1 
TK (Cl < 3 
(3 , *a2,. ,azp+,) cycle 
impair de TK (C) 
Le coloriage de ce sous-graphe de G est unique i une permutation pres des 
couleurs. Le H-graphe K de barre [a,, a,] est alors 9’-rkductible et conserve 
le triangle (xi, x2, xj) et done T,&G) E f. 
11 ne reste plus a envisager que le cas oti chacune des a&es [a,, u,] ou 
[ni, vi] appartient a un triangle (Fig. 13). Les quatre triangles ainsi detinis 
sont distincts car G est 3-connexe, [a,, xi ] ne peut alors appartenir i un 
carri. Le H-graphe K de barre [a,, x,] est 8-birreductible et done 9- 
reductible. Sa .R-reduction conserve le triangle (a3 , uj, us) et appartient done 
i .P. 
C. G est 3-connexe isomorphe ci R,,, , ou R & 
(CJ G=&p+,- La Figure 14 nous montre un coloriage de G et 
l’une de ses .W-reductions contenant un cycle impair. 
(C,). G = R&. Ceci acheve done notre demonstration. 1 
V. GRAPHES CUBIQUES D'INDICE 4 
Nous ne connaissons pas, pour le moment, de procedures automatiques de 
construction des graphes cubiques d’indice chromatique 4, cependant il existe 
de nombreuses constructions permettant de creer des graphes cubiques 
d’indice 4 a partir de graphes connus de 9 (voir sur ce sujet les articles de 
Gardner [6] ou Isaacs [7]). Nous avons ce$endant la proposition suivante: 
PROPOSITION 10. Soit G = (X, E) E % alors G posst?de un H-graphe K 
tel que T,(G) E .P U 3. 
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FIGURE 15 
Preuve. G E % =+ y(G) = 3 (tous les graphes bipartis riguliers de degre d 
viritient q(G) = A; d’aprts le thboreme de KGnig sur les couplages). 
Soit alors C un cycle de longueur impaire de cardinal minimum dans 
G: ICI = 2p + 1 C: (x1x2 ..a xzP+J. 
(A) ] C] > 3. Comme precedemment (demonstration du Theoreme 9) 
C ne peut avoir de cordes, les sommets a I .. . uzP + , incidents i xi .. . xzP+ , 
n’appartiennent done pas a C (Vi, l<i<2p+ 1, a,#Xx,_,,Ui#Xi+,). G 
n’etant pas isomorphe a R,, , ou R)Z,,+ , , p uisque ces graphes appartiennent 
i 6, pour au moins un indice i, 1 < i < 2p + 1 [ai, ai+,] 65 E. Le H-graphe 
K de barre [xi, xi+ i ] est a-birreductible. 
contient alors le cycle impair (xi-, , xi-* ,..., Xi+ 3, Xi+ J et done 
T,(G) E .P U 3’. 
(B) 1 Cl = 3. 11 faut alors distinguer deux cas: 
si G est 2-connexe: m2me discussion que le cas A, de la demonstration du 
Thkoreme 9, 
si G est 3-connexe: m&me discussion que le cas B, de la demonstration du 
Theoreme 9. I 
Soit G = (X, E) E 9 U ?F, designons par Oc l’ensemble des colorations 
des a&es de G. 
V @ E J;),, @ induit quatre couplages sur G 
E,(a), J%(P), E,(Y), Ed& 
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Par convention nous supposerons: 
Posons: 
s(G) = pin” I Ed4 I 
(natureilement si G E 6, s(G) = 0 car ;.&a) = 0). 
Nous dirons que @ est &minimum si ]E,(6)) = s(G). En ce cas on peut 
dlmontrer que: ]E,(@I < ]Eo(a) ] < I E&I)] < E,(y), propriete qui ne sera 
pas utilisee dans la suite. 
Considerons alors G = (X, E) E 3, K un H-graphe de barre [a, b] 8- 
reductible (Z(a) = {x, z}, T(b) = {y, t}). Supposons que: 
appartienne a 6, alors: V @ E LlT,ccj 
@[x, y] = @[z, t] 
sinon G serait une g-extension de T,(G) et appartiendrait done a 6, d’apres 
le Theo&me 8. 
Inversement, nous avons la proposition suivante: 
PROPOSITION 11. Soient G = (X, E) E 5, K un H-graphe Z-birrkductible 
tel que 
avec 
alors G E 3. 
La preuve de cette proposition est triviale. Elle va nous permettre, avec la 
Proposition 12 ci-dessous de construire des “snarks.” 
DEFINITION. G = (X, E) E 9 est un snark si et seulement si: 
(i) G ne contient ni triangle, ni carre, 
(ii) L’enlevement de trois aretes quelconques ne disconnecte pas G en 
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deux sous-graphes G, et G,, chacun d’eux contenant un cycle elementaire 
(i.e., G est cycliquement 4-a&e connexe). 
Cette definition est due a M. Gardner dans son celebre article [6] qui a tte 
a I’origine de la chasse aux “snarks.” 
PROPOSITION 12. Soient G = (X, E) E 9, K un H-graphe de barre 
[a, b], supprimons a et b (Gx-,a,b,), ajoutons 4 nouveaux sommets: 
a, et a2 relies a’ x et z, respectivement (F,(a) = (x, z}), 
b, et b, relies a y et t, respectivement (To(b) = (y, t)). 
appelons G’ le nouveau graphe obtenu. (voir Figs. 16 et 17). 
Si s(G) = 2 et 3 Qi: E + a, /I, y, 6 6 minimum et @[x, a] = @b, b] = 6. 
Alors, G’ admet une 3coloration de ses a&es, et pour tout 3-coloriage @’ 
on a: 
@‘[xv a,] = @‘[z, a,], 
@‘[y, b,] = @‘[t, &I. 
Preuve. N.B.: G E 9’ z- s(G) 2 2; sinon l’un des graphes partiels 
bicolores aurait un seul sommet de degre impair (voir [4]). 
Une 3-coloration @‘, de G’ s’obtient en conservant les couleurs de toutes 
ses arttes communes avec G, en posant: 
@i[z, a,] = @[z, a] et @;[t, b,] = @[t, b] 
et en affectant i [x, a,] (resp. Lv, b,]) celle des couleurs a, p, y, non incidente 
h x (resp. y) dans G. 
fitablissons la fin de la proposition par l’absurde. 
Supposons qu’il existe une 3-coloration 9’ de G’ telle que: 
@‘[x,a,] =a et @’ [z, a,] =/I. 
* 
cz 
al 
2 
a2 
Y  bl 
t b2 
GX-{a,bl GX-ta,bl 
G muni de 0 G’ 
FIGURE 16 FIGURE 17 
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FIGURE 18 
ler cas. @‘[A b,] # @‘It, b,]. 
En posant @r [a, b] = 6, on dtduirait de @’ un 4-coloriage Q1 de G 
comportant une settle a&e de couleur 6, ce qui impliquerait s(G) < 1. 
2dme cas. @‘[y, b,] = @‘[t, b2] = a (resp. p). 
En posant Q1 [a, b] = y, @r [y, b] = 6, on obtient la m&me contradiction 
qu’au premier cas. 
32me cas. @‘[y, b,] = @’ [t, b2] = y. 
En echangeant les couleurs a et y sur la chaine bicolore a, y contenant 
[y, b, ], on est ramene a l’un des deux premiers cas. 
EXEMPLE. Avec le graphe de Petersen (P) on obtient (P’) (Fig. 18). 
Soient alors p “snarks” viritiant la Proposition 12, G, G, . . . Gp soient 
[u1, u11, (49 u*] -*- [up, u,] les a&es de G, G, . .. Gp jouant le role de [a, b] 
Qi,l<igp, rCi(“*) = {xi, zi}9 
rGi(“i) = tYi9 fi)3 
relions alors G’, i GL par l’arete [x1, x2], (1’11 G; par l’arete [z2, zr] . . . G;_, 
i Gb par l’ardte [x,-r, x,] (ou [zp-, , z,] suivant la parite de p). Le graphe 
obtenu (disons la S-chaine obtenue) est coloriable en 3 couleurs et toute 3- 
coloration des a&es de cette S-chame est telle que [zl, a,] et [z,, aP] sent 
de m6me couleur (Fig. 19), il suftit, en effet, ‘appliquer successivement i 
G, +.. G, la Proposition 12. 
FIGURE 19 
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Si maintenant, au lieu de relier X~ a u, et zr a u, , nous relions xp a a, et z, 
i a,, now aurons aussi dans tout 3coloriage @ de cette S-chaine 
@[z13 a,] = @Lx,, a,]. 
Si cette S-chaine est un sous-graphe d’un graphe cubique G de K, et si on 
pratique alors une g-extension sur les a&es [zl, a,] et [x,, ap], nous 
obtenons alors un graphe de Q. Si G n’a ni triangle ni carre et si a, et ap sont 
au moins a distance 5 (il suftit pour cela que a, et up ne soient pas incidents 
i un meme snark de la S-chaine, B(G) sera alors un graphe de 9 saris 
triangle ni carre. Pour savoir si c’est un “snark,” il sufftra alors de s’assurer 
de la cyclique 4-a&e-connexite (en particulier si G est cycliquement 5-arete 
connexe g(G) sera un “snark”). 
APPLICATION. Voir Fig. 20. 
On v&tie aisement que S, et S, ne sont pas isomorphes. On voit, d’autre 
part, que cette methode nous- fournira une infinite de “snarks.” Les “snarks” 
FIGURE 20 
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ainsi obtenus seront tous cycliquement 4-arstes-connexes, mais pas cycli- 
quement Sar&es-connexes. &ant donnCe V&endue de la classe des “snarks” 
cycliquement 4-a&es-connexes, il semble done prtfkrable d’ktablir une 
distinction A l’inttrieur m2me de la classe des “snarks” et de dire, par 
exemple, qu’un “snark” est un “k-snark” si et seulement si il est cycli- 
quement k-arCte-connexe. Les “snarks” dScouverts par Isaacs [7] sont tous 
des “Ssnarks,” et, s’ils s’obtiennent tous par le biais de la Proposition 11, ils 
ne se construisent pas par l’intermkdiaire de la Proposition 12. 
Pour terminer, nous ferons deux remarques: 
(1) Dans [3] nous venons de dlmontrer qu’il n’existe pas de “snark” 
ayant 16 sommets (problime posi par Gardner [6]). 
(2) En reprenant une construction de Isaacs (celle qui lui permet d’ob- 
tenir le “double star snark”) nous pouvons construire des “4-snarks” avec 
s(G) :> 2. Une ltude ultlrieure de cette question pourra ktre consultte dans 
[lOI* 
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